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Упругие тела имеют широкое применение в 
технике [1] для аккумулирования механической 
энергии, в качестве чувствительных элементов 
в измерительных системах, для создания сило-
вого контакта и натяга между деталями, в каче-
стве упругих опор, амортизаторов и пр. Они 
могут воспринимать действие вынужденных 
колебаний в широком диапазоне частот. Коле-
бания упругих тел рассмотрены в [2–4], но наи- 
более близкое решение задач по расчету дина-
мики колебаний стержней приведено в [5].  
Однако опыт использования упругих тел в уль-
тразвуковых системах весьма ограничен их 
применением в устройствах в качестве переда-
ющего или рабочего инструмента [6–9]. В связи 
с этим данный вопрос требует углубленного 
теоретического и экспериментального исследо-
вания.  
На основании проведенного анализа авто-
рами была поставлена цель изучить возмож-
ность применения упругих элементов в акусти-
ческих технологических системах. Предвари-
тельные исследования показали, что данной 
цели в наибольшей мере соответствуют такие 
элементы, как круглые кольца, кольца с плоско- 
овальной и эллиптической формой, винтовые  
и плоские пружины, витые трубчатые пружины 
с различным поперечным сечением, сильфон-
ные упругие тела и пр. 
В настоящей статье рассматривается обоб-
щенная колебательная система, состоящая из 
упругого элемента и рабочего инструмента 
(рис. 1а). В качестве последнего предложен 
стержень с круглым поперечным сечением. 
Расчетная схема, состоящая из упругого элемен-
та и длинного стержня, приведена на рис. 1б. 
Упругий элемент 1 условно представлен в виде 
пружины, а стержень 2 имеет длину l и пло-
щадь поперечного сечения F (рис. 1б). При сжа-
тии пружины статической силой на ее нижнем 
торце возникает статическая сила Р, а в се- 
чении стержня – нормальная сила N, вызываю-
щая деформацию сжатия ux. Общее линейное 
перемещение стержня будет слагаться из ста-
тической uc и динамической uд составляющих  
u = uc + uд.  
Статическое перемещение верхнего торца 
стержня, подвешенного на пружине, слагается 
из упругой деформации пружины u01 и дефор-
мации стержня по длине 
 
uc = u01 + ux. 
 
Согласно закону Гука 
 
,
N l
E
F l
                           (1) 
 
где E – модуль упругости; N – нормальная сила; 
F – площадь сечения; l – удлинение стержня. 
                                                             а                                            б                                     в 
 
                                                              
 
Рис. 1. а – общий вид механической системы; б – расчетная схема; в – схема действия сил 
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Переходя к пределу 0,x  уравнение (1) 
можно записать для относительного удлинения 
 
ε .x
du
u
dx
                         (2) 
 
Силу упругости пружины можно рассчитать 
по формуле 
 
,nN ku                             (3) 
 
где k – коэффициент упругости. 
Если весом стержня пренебречь ввиду ма-
лости, то из рис. 1в можно видеть, что нор-
мальное усилие в стержне равно усилию сжа-
тия пружины и усилию на торце стержня 
 
.nN N P                           (4) 
 
Обозначим через u(x) смещения в произ-
вольном сечении стержня 0 ≤ x ≤ l. 
Из (1) и (4) следует, что в произвольном се-
чении длиной x усилие сжатия равно 
 
.x
du
N EFu EF
dx
                    (5) 
 
Подставив (3) в (5), получим xEFu ku  или 
01.xN EFu x ku  
Рассматриваемая система может иметь два 
крайних случая: 
 первый, когда верхний конец стержня сво-
бодный, т. е. жесткость пружины нулевая; 
 второй, когда верхний торец неподвижен, 
т. е. защемлен.  
Граничные условия: 
 при x = 0  .
k
u u
EF
 
 при x = l  .P EFu  
Так как статическая составляющая от де-
формации пружины ,c cu hu  то можно запи-
сать 
.
k
h
EF
                             (6) 
 
В первом случае k = 0. Верхний конец 
стержня свободный, и усилие в нем равно  
нулю. Перемещение верхнего конца равно пе-
ремещению пружины 
 
.
P
u x
k
                           (7) 
Во втором случае k =  означает, что верх-
ний торец стержня неподвижен, т. е. u = 0. Пе-
ремещение стержня без пружины в произволь-
ном сечении x равно 
 
.
Px
u x
EF
                          (8) 
 
Суммируя (7) и (8), получим общее пере-
мещение для произвольного сечения: 
 
.
P Px P EF
u x x
k EF EF k
          (9) 
 
Из уравнения (9) следует, что величина пе-
ремещения стержня зависит от упругих свойств 
пружины k и жесткости поперечного сечения 
стержня EF, а усилие на верхнем конце стерж-
ня при x = 0 соответствует усилию сжатия 
стержня на пружине, т. е. 
 
0 .xN P EFu ku                 (10) 
 
Таким образом, можно заключить, что на 
величину усилия P при статическом сжатии 
стержня  влияют деформация упругого тела 01u  
и коэффициент упругости k. 
Следовательно, для создания предваритель-
ного натяга торца стержня к опоре необходимо 
изменить параметр k. Техническое решение 
данного положения может быть достигнуто из-
менением характеристик упругого элемента,  
в частности применением упругого элемента  
с регулируемой жесткостью. Авторами статьи 
для этой цели предложена конструкция ульт- 
развуковой технологической системы, в ко- 
торой упругим элементом служит сильфон 
(рис. 2) [10]. 
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Рис. 2. Устройство для регулирования  
упругости сильфона 
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Устройство состоит из преобразователя и 
волновода ультразвуковых колебаний 1 с от-
верстием 2, жестко и герметично соединенного 
с ним гофрированного сильфона 3, используе-
мого в качестве упругого элемента. К нижнему 
торцу сильфона герметично закреплен фланец 4 
с резьбовым отверстием для соединения со 
сменным рабочим инструментом 5. Рабочий 
инструмент применяется для выполнения тех-
нологической операции, воздействуя на объ- 
ект 6 в виброударном режиме. В отверстие 2 
волновода 1 осуществляется подача рабочей 
среды в полость сильфона 3 под давлением Р. 
Варьированием Р в полости достигают измене-
ния жесткости упругого элемента, что соответ-
ственно сопровождается  изменением частоты и  
амплитуды собственных колебаний сильфона. 
Динамическая составляющая uд(x, t) может 
быт определена из волнового уравнения 
 
2 2
2
2 2
.
u u
с
t x
                      (11) 
 
где 
ρ
E
c  – скорость звука в стержне, равная 
скорости движения волны в стержне. 
Рассмотрим колебания стержня, подвешен-
ного на пружине (рис. 3а), вызванные действием 
периодической динамической силы д 0 sinωP P t  
или д
2πν
.
EF A
P
c
 
 
     а                                                б 
     
 
Рис. 3. а – расчетная схема стержня, закрепленного  
к пружине; б – закон изменения динамической силы 
 
Пусть динамическая сила (рис. 3б) вызывает 
перемещения 
 
д 1 2sinω cosω .u A x t A x t          (12) 
 
Продифференцируем (12) и подставим в 
волновое уравнение (11) 
2
1 1
2
2 2
ω
sinω
ω
cosω 0.
A x A x t
c
A x A x t
c
 
 
Откуда: 
 
2
1 1
2
2 2
ω
0;
ω
0.
A x A x
c
A x A x
c
 
 
Краевые условия: 
 
1 20 0 0;A A  
 
1 2 0.A l A l  
Далее: 
 
1 1 2
ω ω
sin cos ;
x x
A x c c
c c
 
 
2 3 4
ω ω
sin cos .
x x
A x c c
c c
 
 
Постоянные интегрирования С1, С2, С3, С4 
запишутся из краевых условий: 
 
1
ω ω
cos 0;
l
С
c c
  2 0;С    
 
3
ω ω
cos 0;
l
С
c c
  4 0.С  
 
Учитывая, что С1 и С3 одновременно не мо-
гут быть равными нулю, 
ω
cos 0.
l
c
 
Корнями этого уравнения будут 
 
π 2 1
ω
2
n
n c
l
 для п = 0, 1, 2, 3, …,    (13) 
 
п называется собственными частотами стержня. 
Учитывая, что n имеет бесконечное число 
значений, можно утверждать о бесконечно боль-
шом количестве степеней свободы у стержня. 
Уравнение динамических перемещений ид при-
мет вид 
 
д 1
0
π 2 1 π 2 1
sin sin
2 2
n
n
n x n ct
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l l
 
Рд  
х 
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где с1n и с3n – постоянные, определяемые из 
начальных условий: 
 
д , 0 ;
N
u x t x
EF
 
 
3
0
π 2 1
sin .
2
n
n
n xN
x c
EF l
 
 
Разложим выражение в ряд Фурье, где с3n 
будет являться коэффициентом этого разложе-
ния. Умножим левую и правую части на 
π 2 1
sin ,
2
m x
l
 где m = 0, 1, 2, … и, проинте-
грировав в пределах ,u x l  получим 
 
0
0
π 2 1 π 2 1
sin sin
2 2
π π 11
cos cos .
2
l
nm
l
n x n x
I dx
l l
n m x n m x
dx
l l
 
 
Здесь 
0 при ;
1
при .
2
nm
n m
I
l n m
 
Следовательно: 
 
3
0
π 2 12
sin
2
l
n
n xN
c x dx
EFl l
 
1
22
18
.
π 2 1
n
Nl
EF n
                   (14) 
 
Вторую постоянную с1n найдем из условия 
0 0,t
u
t
 так как в начальный момент скоро-
сти всех сечений стержня равны нулю: 
 
1
0
π 2 1 π 2 1
0 sin ,
2 2
n
n
n c n x
c
l l
 
 
т. е. с1n = 0 (n = 0, 1, 2 …). 
Таким образом  
 
1
д 22
0
18
,
π 2 1
n
n
Nl
u x t
EF n
 
 
π 2 1 π 2 1
sin cos .
2 2
n x n ct
l l
         (15) 
 
Уравнение (15) показывает, что число гар-
монических колебаний стержня бесконечно. 
Подставив в (15) д ,N P  окончательно по- 
лучим 
 
1
д
д 22
0
18
,
π 2 1
n
n
P l
u x t
EF n
 
 
π 2 1 π 2 1
sin cos .
2 2
n x n ct
l l
       (16) 
 
Из уравнения (16) следует, что перемещение 
от динамических сил зависит от величины ди-
намической силы, жесткости поперечного се-
чения и длины стержня.  
Общее перемещение конца стержня слага-
ется из перемещения от действия динамиче- 
ской Pд и статической Р сил, т. е c д.u u u  
Граничные условия запишем исходя из того, 
что любое сечение стержня перемещается по 
гармоническому закону: 
при  0x   д д ;
u
hu
x
 
при  x l   д .
u
EF P
x
 
Здесь статическая составляющая от дефор-
мации пружины c cu hu  из уравнения (6). 
Действие стержня на опорную поверхность 
имеет периодический характер и будет харак-
теризоваться пульсацией нагрузки дP t  с ча-
стотой колебаний стержня (рис. 3б). Поэтому, 
учитывая периодичность функции д ,P t  ее 
можно разложить в ряд Фурье 
 
д
0
α sinω β cosω ,k k k k
k
P t t t  
 
где k и k – коэффициенты разложения 
д
0
α sinω ;
T
k kP t tdt  д
0
β cosω ,
T
k kP t tdt  а соб- 
ственные круговые частоты ω 2πν.k  
Следовательно, краевое условие при lx  
на торце стержня запишется: 
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0
1
α sinω β cosω .k k k k
k
u
t t
x EF
    (17) 
 
В силу краевых условий решение уравнения 
можно представить в виде 
 
0
, , ,k
k
u x t u x t  
 
где функция ,ku x t  есть решение краевой за-
дачи для волнового уравнения 
2 2
2
2 2
.k k
u u
с
t x
  
Краевые условия: 
при x = 0  ,k k
u
hu
x
 
при x = l  
1
α sinω β cosω .k k k k k
u
t t
x EF
 
Решение задачи ищем в виде 
 
, sin cos .k k k k ku x t a x t b x t  
 
Откуда получаем систему: 
 
2
2
ω
0;
ω
0.
k
k k
k
k k
a x a x
c
b x b x
c
 
 
Краевые условия: 
при x = 0  ; ;k k k ka ha b hb  
при x = l  ; .k kk ka b
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Приведем функцию ku  к виду 
 
2 2 sin arctg ,kk k k k
k
u a b t  
 
решением которой будет 
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,
ω
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Зависимость (18) свидетельствует о том, что 
искомое динамическое перемещение взаимо-
связано с параметром упругости пружины h.  
Одними из возможных способов реализации 
данного положения являются предложенные 
авторами статьи ультразвуковые устройст- 
ва [11, 12], в которых используются различ- 
ные виды упругих элементов: упругое кольцо 
(рис. 4а), овал с плоскопараллельными сторо-
нами (рис. 4б), мембранная коробка (рис. 4в). 
Ультразвуковое устройство состоит из пьезоке-
рамического преобразователя 1, волновода 2, 
упругого элемента 3 и соединенного с ним рабо-
чего инструмента 4, воздействующего на объект. 
 
           а                            б                           в 
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Рис. 4. Акустические системы с упругими элементами 
 
В Ы В О Д Ы 
 
1. Получены математические зависимости, 
позволяющие оценить влияние статической  
и динамической составляющих перемещений 
стержня, закрепленного на упругом элементе. 
2. Предложена математическая модель ди-
намических процессов стержня, прикрепленно-
го к пружине, на основе решения волнового 
уравнения. Полученные формулы позволяют 
оценить влияние упругих свойств пружины на 
перемещение стержня.  
3. Разработаны устройства и акустическая 
система с упругими элементами для прошивки 
отверстий в хрупких материалах, позволяющие 
повысить производительность обработки. 
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В ряде работ были предложены модели ру-
левого управления автомобиля с гидроусили- 
телем, имеющим в своем составе роторный 
распределитель. Его математический аналог 
позволяет исследовать, а также сравнивать раз-
личные варианты конструкций распределите-
лей лишь при наличии известных, предвари-
тельно установленных характеристик расходов 
и давлений.  
При оценке качества гидромеханического ру-
левого управления на предлагаемой модели ос-
новными условиями являются представление 
гидравлических и механических контуров с по-
следующей проверкой адекватности расчетов 
совокупности механических и гидравлических 
явлений. Последующее усовершенствование из-
делия, например путем включения адаптивных  
и корректирующих контуров, в этом случае более 
понятно при определении влияния конструктив-
ных изменений на добротность системы.  
Основой модели рулевого управления с гид- 
роусилителем и роторным распределителем 
является его гидравлический многопоточный 
прототип с наложенными на него механиче-
скими зависимостями или связями. Такая каче-
ственная модель может быть успешно исполь-
зована на программно-аппаратных платформах 
в качестве виртуально-натурного объекта ис-
следований в реальном режиме времени.  
Исследуемая схема рулевого управления 
мобильной машины с гидроусилителем и руле-
вым механизмом совмещенного типа, содер-
жащим гидравлический и механический конту-
ры, изображена на рис. 1.  
